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Epreuve de Mathématiques - Avril 2015 &35

Exercice 1:

Partie A

1. Pour tout point M de l'espace, on a:
MD . MA = (Mi +1D) (A +IA)—M12+M1 (IA +ID]+ID.1A
or | est le milieu du segment [AD], donc ID = —IA
et par conséquent , MD .MA = MI% + MT.O —1A% = MI? — 1 A2

2. Pour tout point M de l'espace, ona:
MD .MA =0 < MI*~1A>=0 < MI*=1A? < MI=1Acar Ml et 1A sont des
réels positifs.
L'ensemble (E) cherché est donc la sphere de centre I passant par A.

Partie B

1. a. AB(-3;6;0),AB.7 = -3x4+6x2+0x0=0
AC (—i;bO;tl),AC .n=-3 xi—)l—()xﬂfﬁlx 3=0
donc n est orthogonal a AB et AC, qui sont deux vecteurs non colinéaires du
plan (ABC),

on en déduit que ; est normal au plan (ABC).
b. Le plan (ABC) a une équation de la forme : 4x+2y+3z+d =0.

Le point A(3;0;0) appartient au plan (ABC),donc4x3+d =0 < d=-12
(ABC) :4x+2y+3z—12=0.

2. a. Ladroite A est orthogonale au plan (ABC), donc 7 est un vecteur directeur de
A. On sait également que D(—5;0;1) est un point de A.

x=-5+4¢
On en déduit une représentation paramétrique de A : { y=0+2¢ reR
z=1+3t

b. Le point H, projeté orthogonal de D sur le plan (ABC), est le point d'intersection
de D et du plan (ABC).

On résout:
X=-5+4r xX=-5+4r
z=1+3t 1 z=14+3¢
4x+2y+3z-12=0 —20+16t+4r+3+9r—12=0
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x=-5+4¢ x=—1
<< z=143r < On obtient ainsi H(—1;2;4).
z=4
29
[=—=1 r=1
29

c. H est le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC), donc la distance du point D

au plan (ABC) est égale a la distance DH= \/(—1 +5)2+422+(4-1)%2=v29.
d. Les points H et D appartiennent a la droite A.

Le vecteur HD est donc orthogonal au plan (ABC).

De plus, les points H et D appartiennent au plan (ABC), donc le vecteur HD est
orthogonal au vecteur ﬁ,

ainsi HD .HA = 0, donc H appartient a 'ensemble (E).

Exercice 2 :

1. Pour x€]1; +oo[, on alnx > 0 et on sait que la fonction In est dérivable sur ]0; +ool,
on en déduit que f est une fonction dérivable sur |1;+ool, avec :
1 2
flx) = 1, = 5 = (In) +21 :
x  (Inx) x(In x)
Pour x€]1; +oo[,0on a (Inx)>+1>1>0et x(Inx)*> > 0, et donc f’(x] > 0.
On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur |1; +ool.

. ) .1
limInx =0, avec Inx > 0 pour x > 1, par conséquent lim nx- +00
x—1 =1 Inx
x=1

et donc lin}f(x] = —o00.

x>1

1
lim Inx=+o00,donc lim —=0etdonc lim f(x)=4oc0.
X—+00 x—+co lnx x—+00

1
2. a. Pourx€]l;4o00[,0ona f(x)—Inx=—-——,donc lim f(x)-Inx=0.
Inx X—+00

On en déduit que (%) et I sont asymptotes au voisinage de +oo.

1
b. Pour x€]1; +oo[,onalnx>0et donc ——— <0,
nx

par conséquent (%) est en dessous de I' sur ]1 ; +ool.
3. a. Latangente %, a pour équation y= f'(a)(x—a) + f(a).
Le point O appartient a &%, < 0== f'(a)(0—a) + f(a) < f(a)—af'(a)=0.

b. Sur]1l;+co[, ona (In x)% £ 0, donc:
1 (Inx)*+1 B

Inx  (nx)?2

gX)=0 = f(x)=xf'(x)=0 < Inx-

(Inx)®*—Inx—(Inx)¢ -1
(Inx)2

=0 < (Inx)*-Inx—(Inx)*-1=0.
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c. Lafonction u est une fonction polynéme, donc dérivable sur R,
avec 1/ (1) =3r*—21—1.
On a A =16, donc ' admet deux racines distinctes :

2—4 1 2+4
hH=——=——=¢eth=——2=1
6 3 6 ) )
De plus, ¢/ (1) > 0 pour 7 €] —oo;—g[u]l;+oo[ et /(1) < 0 pour r€] — 5;1[.
1
t —00 —— 1 +o0
3
22
27
- / NS
-2
» . 1 o 1
La fonction u est croissante sur | —oo ; -3 et décroissante sur -3 1.

Par conséquent, sur | —oo; 1], la fonction © admet un maximum en ——.

2
Ce maximum vaut ~57 ainsi I'équation u(f) = 0 n'admet pas de solution sur
]—oo; 1L
La fonction u est continue et strictement croissante sur [1; +oo[, avec u(l) = -2

et lim u(t)=+oo.
—+oo

Or 0 € [-2;+00], d’apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
on en déduit que |'équation u(f) = 0 admet une unique solution sur [1 ; +ool,
par conséquent, I'équation u(f) = 0 admet une unique solution, a, sur R.

P—tP—t-1=0
r=Inx

D’apres ce qui précede, @ > 1> 0, donc le réel x, tel que Inx = a, appartient a

]1; +ool, ainsil'équation (In %)% =Inx—(nx)?>-1=0admet une unique solution

sur |1 ; +oof, il en est alors de méme pour I'équation g(x) = 0 (d’apres 3. b.),

d. Léquation (In x)>~Inx—(In x)*~1 = 0 est équivalente au systéme {
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et donc il existe une unique tangente a la courbe (¥’) passant par 'origine du
repere (d’apres 3. a.).
4. Soit p le coefficient directeur de la tangente T que 'on vient de tracer.

Sur l'intervalle |1 ; +ool :

Pour m < 0, I'équation f(x) = mx admet une solution.

Pour 0 < m < p, I'équation f(x) = mx admet deux solutions.

Pour m = p, 'équation f(x) = mx admet une unique solution.

Pour m > p, I'’équation f(x) = mx n’admet pas de solution.

En tracantla droite A, passant par 'origine et par le point de coordonnées (10; f (10)),

de coefficient directeur noté ¢, on obtient le résultat suivant :

Sur l'intervalle |1 ; 10| :

Pour m <0, I'équation f(x) = mx admet une solution.

Pour 0 < m < g, l'équation f(x) = mx admet une solution unique.

Pour g = m < p, I'équation f(x) = mx admet deux solutions.

Pour m = p, I'équation f(x) = mx admet une unique solution.

Pour m > p, I'équation f(x) = mx n'admet pas de solution.
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Exercice 3:

T
1. a. Pourte[0;1],onat" =0,0=<cost<1car[0;1] ID; EI etdonc t"cost = 0.

On en déduit que x, = 0 pour ne M.

b. Pour ne™*, ona:

1 1 1
xn+1—xn=f t”“cosrdf—f t"costdt = [ " cost— t"costdt
0 0 Jo

1
:f t"(t—1)costdt.
0

Pour t[0;1],ona t"cost =0, t—1<0etdonc t"(t—1)cost =<0,
par conséquent x,.; — X, < 0 ce qui démontre que la suite (x,) est décroissante.

c. La suite (x,) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers ¢, avec
£ = 0 (théoreme de convergence monotone).

2, a. Pourte[0;1],onat"=0,0=<cost<1etdoncO0< t"cost=t".
D’aprés le théoréme de comparaison des intégrales, on en déduit :

1 1 1 g+l 1 1
fﬁ”costdti[ t"dr,m‘f t"dt=
0 J0 0
1

Par conséquent, 0 < x, <

n+lly, n+l’

n+1
b. ”lirP 1" 0, donc, d'apres le théoréme des «gendarmes», on en déduit que
lim JC” = U.
n—+oo

3. a. Onréalise une intégration par parties :

1 1
Ry .
Xpel = [ t"eostdt = [t”+151nr]0—f (n+Dt"sintdt
Jo 0

1
=1"gin(l)=(n+ l}f t"sintdt
0

donc, pour tout entier n non nul, ona x,.; = —(n+ 1)y, +sin(1).

sin(1) — xp41 . .
b. Onay,= —M. or lim x,.;= lim x,=0,
n+ ]_ n—+0a H— +00

donc lim y,=0.
H—+o0

4, Pour tout entier n non nul, ona x,.; =—(n+ 1)y, +sin(l) = —ny, — y, +sin(1).
lim xp:1=0et lim yp=0donc lim —yp+sin(l)=sin(l),
n—+00 H—+00 H— 400
par conséquent nl_l.l_'l_lm nyp = sin(1).
De méme, ona y,41 = (n+1)x,; —cos(l) = nx, + x, —cos(1).
lim yp.1=0et lim x;=0donc lim x,-cos(l)=—-cos(l),
N—+o0 N—+0oo R—+0oo
par conséquent lim nx, = cos(1).
H— +00
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Exercice 4 :

1. a. La fonction 1 somme de fonctions dérivables sur ]0 ; +co[ est dérivable
sur ce méme intervalle et

i (x) =3x2+2x l > 0 comme somme de termes positifs. Donc la fonction
1t est croissante écllr 10 ; +o0ol.

b. Onau(l)=1-142In1=0
Conclusion : u(x) >0sur]l; +colet u(x) <0sur]—oo; 1J.

2. Etude de la fonction f

l.
a. Ona lim x =0 et lim —— = —o0, donc lim f(x) +00.

x—0 x—0 x2 x—0
Inx .
Ona lim x=+ocoet lim —-=0,donc lim f(x)=
X—+oo X—+00 x X—+oco

b. [ est dérivable comme somme de fonctions dérivables sur ]0 ; +oof la
seconde fonction quotient ayant un dénominateur non nul : elle est donc

dérivable sur ]0; +oo[ et

Fl=1 lxx —2xIlnx 1 1-2Inx x¥*—142lnx u(x)
x) = _ —_ — = = .
x4 x3 x3 x3

Donc f’(x) est du signe de u(x) puisque x> > 0 sur 0 ; +ool.

D’apres la question 1. b. on en déduit que f'(x) > 0sur]l; +oo| et
fl(x)<0sur]—oo; 1[.

D’oti le tableau de variations de la fonction f :

X 0 1 4+

f'x) - 0 +

f(x) +oo\ / +00
1

3. Eléments graphiques et tracés.

Inx

a. Comme lim [f(x)—x]= lim -— =0 ceci montre que la droite (A)
X— 400 X—+o0o X

d’équation y = x est asymptote a la courbe € au voisinage de plus I'infini.
ln
b. Comme ——- < 0 pour x > 1, ceci montre que la courbe € est au dessous
de (A) a pamr du point (1; 1).
Sur l'intervalle ]0 ; 1], %€ est au dessus de A.
% et A sontsécantesen (1;1).

c. Figure
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Calculs d’aires

1. On suppose dans cette question que a > 1. On a vu que pour x > 1, f(x) < x;

a - 44
dormyﬁ'(a):f (x— x_ln,x.” dx:f ln_xdx-
1 1

x2 x2
On pose :
ulx) = Inx u(x) = !
! 1 xl
v(x) = ; vix) = -—=
X

Toutes ces fonctions étant dérivables sur [1 ; +oo[ on peut intégrer par parties

et;
+f —2dx:
1 JIX

o (a) =
. Ina ) 1
2. Comme lim —=0et lim —=0,0na
a—+o0 a—+oo (¢

a Ina 1 Ina 1

=———4+0+1=1-———.
1 a « a «a

Inx 1

X X

Inx

X

lim of(a)=7¢=1.

a—+oo
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1 1
3. Comme e >2,ona — < — < 1. On a vu que dans ce cas la courbe € est au

e
dessus de la droite (A), donc :

1
Qf’(a):f

Enintégrant par parties comme précédemment les fonctions étant dérivables
sur [a; 1], on obtient

Inx
2

dx

A= |Dx L oy e 1
Xl a o«
Int 1 -1 1
En particulier « (1) =1- =l -7=1=0
e e e e
Exercice 5 :
1. figure
B -
7 AN o -
/ N\ -
/ NA TN
ONZ
\ JIN &
\\\ A=B’ ///
[~ L~

2. Atout M(z), on associe M’ (') tel que 2’ = z2 -4z
Soit @ = 1 +il'affixe de A et soit @ cellede A': @' = (1+1)2 —4(1+1) =2i—4(1+i) = —4-2i.
Soit b =3 —i affixe de B et soit b’ cellede B’ : b’ = (3—i)> —4(3—i) =8—-6i—4(3—1i) = -4 — 2i.

Les points A’ et B’ sont identiques.

3. Les points qui ont pour image le point d’affixe —5 ont pour affixe z, solutions de I'équation z° —4z = —5.
2 —4z=-5e7"-4z+5=0. 42
—2i

A = -4 < 0. Léquation a deux solutions complexes conjuguées : z; =

=2—lietz=2+1

Les deux points ayant pour image le point d’affixe -5 on pour affixe -2 —iet—-2+1.
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3. Les points qui ont pour image le point d’affixe —5 ont pour affixe z, solutions de I'équation z° —4z = —5.
F—4z=-5 7 —4z+5=0.
A = -4 <0. L'équation a deux solutions complexes conjuguées : z; =

4-2i

=2—ietzp=2+1.

Les deux points ayant pour image le point d’affixe -5 on pour affixe -2 -iet -2 +1.

4. (a) Pourtout z, F4d=z%dz+4=2>—2xzx2+2%= (z—2)2.
(b) o Alors, |2/ +4]|= |(z—2)2| = |z—2]2.
« Pour tout z # 2, arg(z +4) = arg((z - 2)*) = 2arg(z — 2) modulo 2.

(c) Onsuppose que M décrit le cercle € de centre I et de rayon 2. zpy =2+ 26’ e
Onaalors: |z +4| = |zp — 2P =IM?=2%=4. Appelons J le point d’affixe -4. On a alors JM' =4
arg(z' +4) = 2arg(z —2) = 20.
On trouve que arg(z' +4) = arg(z' — z;) décrit R.
‘ Par conséquent, M’ décrit le cercle de centre ] et de rayon 4. ‘

5. Soient E(Z + Zei%) et E' I'image de E.
— T T
(a) Eestun pointde &.1E=2: une mesure en radians de I'angle ( u; IE) est 3
(b) D’apresles questions précédentes, E’ est un pointde ¥’ donc et une mesure enradians del'angle (_zi ; ]E’) =

Z(Tf;ﬁ::):‘

2w 1 1 21
(c) On sait que cos (—) =-3 donc] est le point de " d’affixe -3 et d'ordonnée positive (car sin (?) > 0)
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